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roses pembelajaran untuk jaringan syaraf 
tiruan berlapis-lapis dengan banyak node 
menuntut sumber daya komputasi yang besar. 
Dalam beberapa jaringan syaraf tiruan

Pada model jaringan, rumus pembelajaran, seperti 
rumus Widrow-Hoff, tidak mengubah vektor eigen 
dari matriks bobot sambil meratakan nilai eigen. 
Dalam waktu tak terhingga, rumus-rumus iteratif 
ini menghasilkan suku-suku yang dibentuk oleh 
komponen-komponen utama matriks bobot, yaitu 
vektor-vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai 
eigen yang tidak nol. Dalam komputasi kuantum, 
algoritma estimasi fase dikenal untuk memberikan 
kecepatan lebih dari algoritma konvensional untuk 
masalah yang berhubungan dengan nilai eigen. 
Menggabungkan penguatan amplitudo kuantum 
dengan algoritma estimasi fase, sebuah model 
implementasi kuantum untuk jaringan syaraf tiruan 
menggunakan aturan pembelajaran Widrow-Hoff 
disajikan. Kompleksitas model ditemukan linier 
dalam ukuran matriks bobot. Hal ini memberikan 
peningkatan kuadratik atas algoritma klasik.
Quanta 2018; 7: 7-18.

1 Pendahuluan

Jaringan syaraf tiruan [1-3] adalah model statistik 
adaptif yang meniru struktur syaraf otak manusia untuk 
menemukan solusi optimal untuk masalah multivariat. 
Dalam desain jaringan syaraf tiruan ditentukan hal-hal 
berikut: struktur jaringan, variabel input-output, aturan 
aktivasi lokal, dan algoritma pembelajaran. Algoritma 
pembelajaran umumnya terkait dengan aktivitas neuron 
dan menggambarkan fungsi biaya matematis. 
Seringkali, minimalisasi fungsi biaya yang terdiri dari 
bobot dan bias menggambarkan proses pembelajaran 
dalam jaringan saraf tiruan. Selain itu, aturan 
pembelajaran dalam proses ini menentukan bagaimana 
bobot sinapsis harus diperbarui pada setiap iterasi. 
Secara umum, aturan pembelajaran dapat dikategorikan 
sebagai pembelajaran terawasi dan tidak terawasi: 
Dalam aturan pembelajaran terawasi, jarak antara 
respons neuron dan respons yang ditentukan, yang 
disebut target t, dipertimbangkan. Namun, hal ini tidak 
diperlukan dalam aturan pembelajaran tak terawasi. 
Aturan pembelajaran Hebbian [4] adalah contoh umum 
dari pembelajaran tak terawasi, dimana vektor bobot 
pada iterasi ke-(j+1) diperbaharui dengan rumus berikut 
(kami akan mengikuti [2] untuk menjelaskan aturan 
pembelajaran):
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w[j+1] = w[j] - ηtx. (1)

Di sini, x adalah vektor input, η adalah konstanta 
pembelajaran positif dan w[j] mewakili bobot pada 
iterasi ke-j. Dan t adalah respons target. Pembelajaran 
didefinisikan dengan mendapatkan output yang lebih 
dekat dengan respon target.
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Di sisi lain, aturan pembelajaran Widrow-Hoff [5], 
yang merupakan minat utama dari makalah ini, 
mengilustrasikan aturan pembelajaran yang diawasi 
secara umum [2, 3, 6]

sebagai subkomponen dari algoritma lainnya. 
Sementara pada kasus umum, PEA membutuhkan 
estimasi awal yang baik dari vektor eigen untuk 
menghasilkan fase; dalam beberapa kasus, PEA mampu

w[j+1] = w[j] - ησJ (v)(t - y)x, (2)
menemukan fase dengan menggunakan keadaan superposisi 
awal yang sama: misalnya, algoritma pemfaktoran Shor 
[7]. Dalam [29], ditunjukkan

di mana v = xT  w adalah aktivasi sel output dan σJ (v) 
adalah turunan dari fungsi aktivasi yang menentukan 
output dari sebuah sel pada jaringan yang 
dipertimbangkan, y = σ (v): contohnya, fungsi sigmoid, 
σ (v) = 1/(1+exp (v)). Sementara pada iterasi Hebbian, 
vektor bobot digerakkan ke arah vektor input dengan 
jumlah yang sebanding dengan target, pada iterasi 
Widrow-Hoff, perubahannya sebanding dengan 
kesalahan (t y ). Jika kita mempertimbangkan multi-
neuron; aktivasi, output, dan nilai target menjadi vektor: 
yaitu, v, y, dan t, masing-masing. Ketika ada beberapa 
input dan target, himpunan input, target, aktivasi, dan 
output dapat diwakili oleh matriks X, T, V, dan Y, secara 
berurutan. Kemudian, persamaan-persamaan di atas 
menjadi bentuk matriks sebagai berikut

W [j+1] = W [j]  - ηXTT , (3)

bahwa register flag dapat digunakan dalam algoritma 
estimasi fase untuk menghilangkan bagian matriks yang 
tidak terkondisi dengan memproses nilai eigen yang 
lebih besar dari nilai ambang batas. Algoritma 
penguatan amplitudo [8, 30-32] digunakan untuk 
memperkuat amplitudo dari beberapa keadaan kuantum 
tertentu yang dipertimbangkan. Dalam definisi 
pembelajaran penguatan kuantum [33, 34], keadaan dan 
tindakan direpresentasikan sebagai keadaan kuantum. 
Dan berdasarkan pengamatan keadaan, hadiah 
diterapkan pada daftar yang mewakili tindakan. 
Kemudian, penguatan amplitudo kuantum diterapkan 
untuk memperkuat amplitudo keadaan yang diberi 
hadiah. Selain itu, dalam karya sebelumnya [35] yang 
menggabungkan penguatan amplitudo dengan algoritma 
estimasi fase, kami telah menunjukkan kerangka kerja 
untuk mendapatkan nilai eigen dalam interval yang 
diberikan dan vektor eigen yang sesuai dari keadaan 
superposisi awal yang sama. Kerangka kerja ini dapat 
digunakan sebagai cara

W[ j+1] = W [j] - η(σJ (V) S X)(T - Y)T , (4)
untuk melakukan analisis komponen utama kuantum 

(QPCA). Untuk matriks bobot yang diberikan W; dalam 
pengasosiasi otomatis linier

di mana W mewakili matriks bobot sinapsis.
Telah diketahui bahwa tugas pembelajaran untuk 

jaringan neural berlapis-lapis dengan banyak node 
menuntut sumber daya komputasi yang besar. Algoritma 
dalam model komputasi kuantum memberikan 
kecepatan komputasi yang lebih baik daripada 
algoritma klasik untuk beberapa masalah tertentu: 
misalnya, algoritma pemfaktoran Shor [7] dan 
algoritma pencarian Grover [8]. Dengan menggunakan 
komputasi kuantum adiabatik [9, 10] atau memetakan 
kumpulan data ke memori akses acak kuantum [11,12], 
kecepatan dalam analisis data besar telah terbukti dapat 
dilakukan [13-15]. Lebih lanjut, Lloyd dan kolaborator 
[16] telah menjelaskan versi kuantum untuk analisis 
komponen utama.

Dalam beberapa dekade terakhir, menghubungkan 
neuron-neuron dalam jaringan dengan qubit [17], 

beberapa jaringan kuantum yang berbeda yang analog 
dengan jaringan syaraf tiruan juga telah dikembangkan: 

mis. [18-23] (Untuk tinjauan lengkap dan daftar 
referensi, lihat [24]). Model-model ini tidak boleh 

d i s a m a k a n  dengan algoritma klasik (lih. [25, 26]) 
yang diilhami oleh komputasi kuantum. Selanjutnya, 
dengan menggunakan algoritma pencarian Grover [8], 

sebuah memori asosiatif kuantum diperkenalkan [27]. 
Meskipun ada beberapa hasil yang menjanjikan, masih 

ada kebutuhan untuk penelitian lebih lanjut tentang model-
model baru [24]. Algoritma estimasi fase kuantum (PEA) 

[28] memberikan kecepatan komputasi dibandingkan 
algoritma klasik yang sudah dikenal dalam masalah yang 
berhubungan dengan nilai eigen. Algoritma ini terutama 
menemukan nilai fase dari nilai eigen dari matriks uniter 

(dianggap sebagai operator evolusi waktu dari Hamiltonian 
kuantum) untuk perkiraan vektor eigen yang diberikan. 

Karena sifat ini, PEA digunakan di mana-mana

http://dx.doi.org/10.12743/quanta.v7i1.65
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menggunakan aturan pembelajaran Widrow-Hoff; selama 
pembelajaran
Pada proses tersebut, vektor eigen tidak berubah 
sementara nilai eigen menuju ke satu [2, 6]: yaitu, 
lim Wj→∞[j]  konvergen ke QQT , di mana Q 
merepresentasikan vektor eigen dari W. Oleh karena 
itu, untuk input x yang diberikan, jaringan yang 
dipertimbangkan menghasilkan output QQT x. Pada 
makalah ini, kami menyajikan sebuah model 
implementasi kuantum untuk jaringan syaraf tiruan 
dengan menggunakan algoritma dalam [35]. Secara 
khusus, kami menunjukkan bagaimana membangun 
QQT x pada komputer kuantum dalam waktu linier. 
Pada bagian berikut, kami memberikan deskripsi 
yang diperlukan tentang aturan pembelajaran 
Widrow-Hoff dan QPCA yang ditulis dalam [35]. 
Pada Bagian 3, kami akan menunjukkan bagaimana 
menerapkan QPCA pada jaringan syaraf yang 
diberikan oleh aturan pembelajaran Widrow-Hoff 
dan mendiskusikan isu-isu implementasi yang 
mungkin terjadi seperti implementasi sirkuit W, 
persiapan input x sebagai sirkuit kuantum, dan 
menentukan jumlah iterasi dalam algoritma. Pada 
Bagian 4, kami menganalisis kompleksitas 
keseluruhan aplikasi. Terakhir, di Bagian 5, sebuah 
contoh ilustrasi disajikan.

2 Metode

Pada bagian ini, kami akan menjelaskan aturan 
pembelajaran Widrow-Hoff dan algoritme kuantum 
yang digunakan dalam makalah ini.

2.1 Pembelajaran Widrow-Hoff

Untuk autoassociator linier,  yaitu Y = V, σJ (V) = I, dan
T = X; Aturan pembelajaran Widrow-Hoff yang 
diberikan dalam Eq. (4),

http://dx.doi.org/10.12743/quanta.v7i1.65
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juga dikenal sebagai algoritma LMS, dalam bentuk 
matriks dapat digambarkan sebagai berikut [2, 3]

W [j] = W [j–1] + η(X - W [j–1] X)XT . (5)

Hal ini juga dapat dinyatakan dengan menggunakan 
posisi eigen dari W = QΛQT : yaitu, W [j] = QΦ [j] QT , di 
mana Φ [j] = [I (I ηΛ)j ]. Φ [j] disebut matriks nilai eigen 
pada epoch j. Berdasarkan formulasi ini, aturan koreksi 
kesalahan Widrow-Hoff hanya mempengaruhi nilai 
eigen dan merata-ratakannya ketika η ≤ 2λ–1 (λmax 
adalah nilai eigen terbesar dari W): yaitu, limj→∞ Φ [j] = 
I. Dengan demikian, pada waktu yang tak terhingga, 
proses pembelajaran W berakhir sebagai: W[∞] = QQT .

2.2 Algoritma Kuantum yang 
Digunakan dalam Model

Berikut ini, pertama-tama kami akan menjelaskan dua 
algoritma kuantum yang terkenal dan kemudian 
menjelaskan bagaimana algoritma tersebut digunakan 
dalam [35] untuk mendapatkan kombinasi linear dari 
eigenvector.

2.2.1 Algoritma Estimasi Fase Kuantum

Algoritma estimasi fase (PEA) menemukan estimasi 
untuk fase dari nilai eigen dari operator yang diberikan 
[28, 36]. Secara matematis, algoritme yang terlihat pada 
Gambar 1 sebagai rangkaian bekerja sebagai berikut:

• Perkiraan vektor eigen ϕj yang terkait dengan 
nilai eigen ke-j eıφj  dari matriks uniter, U dengan 
orde N diasumsikan diberikan. U dianggap sebagai 
operator evolusi waktu dari Hamiltonian (H) yang 
mewakili dinamika sistem kuantum

ıtH/k

Gambar 1: Bagian estimasi fase dari algoritme.

Untuk setiap qubit ke-k dalam register pertama, 
operator kuantum, U2k–1  , yang dikendalikan oleh 
qubit ini diterapkan ke register kedua. Operasi ini 
mengarahkan register pertama untuk menyimpan 
transformasi Fourier diskrit dari fase, φ .j

• Transformasi Fourier kuantum terbalik pada 
register pertama menghasilkan digit biner φ .j

Terakhir, fase diperoleh dengan mengukur register 
pertama.

2.2.2 Algoritma Amplifikasi Amplitudo 
Kuantum

Jika sebuah keadaan kuantum ψ yang diberikan dalam 
ruang Hilbert N-dimensi dapat ditulis ulang dalam 
beberapa keadaan ortonormal yang dianggap sebagai 
bagian baik dan buruk dari |ψ) sebagai

|ψ) = sin(θ) ψgood

E 
+ cos(θ) |ψbad) , (8)

then amplitude amplification technique [8, 32, 37] can be 
used to increase the amplitude of ψgood in magnitude 
while decreasing the amplitude of ψbad . The technique 
mainly consists of two parts: the marking and the am- 
plifying implemented by two operators, respectively U f 
and Uψ. Here, U f marks-flips the sign of-the amplitudes

U = e , (6) dari 
ψ

baik
E 

dan tidak melakukan 
apa pun terhadap |ψbad

). Uf dapat diterapkan

di mana t mewakili waktu dan k adalah konstanta 
Planck. Akibatnya, nilai eigen dari U dan H saling 
berhubungan: sementara eıφj  adalah nilai eigen 
dari U, fasa φj adalah nilai eigen dari H.

Algoritma ini menggunakan dua register kuantum 
yang didedikasikan untuk nilai eigen dan vektor 
eigen, masing-masing, reg1 dan reg2 dengan m dan 
(n = log2 N) jumlah qubit. Keadaan awal sistem 
diatur ke reg1 reg2 = 0 ϕj , di mana 0 adalah vektor 
basis standar pertama.

• Kemudian, transformasi Fourier kuantum 
diterapkan pada reg1 , yang menghasilkan keadaan 
superposisi yang sama berikut ini

disebut sebagai operator refleksi ketika ψgood dan ψbad

diketahui

U f = I – 2 ψgood

E D
ψgood , (9)

di mana I adalah matriks identitas. Pada bagian 
amplifikasi, amplitudo yang ditandai diperkuat dengan 
penerapan operator Uψ

Uψ = I - 2 |ψ) (ψ|) (10)

Untuk memaksimalkan probabilitas ψood , operasi iterasi 

G = U Uψf diterapkan secara iteratif O( 
,
N) kali ke

keadaan yang dihasilkan.

UQFT |reg1 ) |reg2 ) 
=

 1  M-1
,
M k = 

0

|k) ϕj

E
, (7) 2.3 Analisis komponen utama kuantum

Dalam [35], kami telah menunjukkan bahwa 
menggabungkan PEA dengan

-

-

-
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| )di mana M = 2m dan k adalah vektor basis standar 
ke-k.

amplifikasi amplitudo, seseorang dapat memperoleh 
nilai eigen dalam interval tertentu.
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Pada bagian estimasi fase, keadaan awal dari reg-
ister diatur ke |0) |0). Kemudian, register kedua dimasukkan ke dalam
keadaan superposisi yang sama 1/ N(1, . . . , 1)T . Fase
Proses estimasi pada input ini menghasilkan superposisi 
dari nilai eigen pada register pertama dan vektor eigen 
pada register kedua. Pada kondisi superposisi akhir ini, 
amplitudo untuk pasangan eigen sebanding dengan 
norma proyeksi vektor input ke vektor eigen: yaitu, 
jumlah yang dinormalisasi dari elemen-elemen vektor 
eigen. Bagian ini diwakili oleh UPEA dan juga 
melibatkan sirkuit persiapan input, Uinput , pada register 
kedua.

Pada bagian amplifikasi, pertama, U f diterapkan 
pada register pertama untuk menandai nilai eigen yang 
ditentukan oleh nilai biner dari nilai eigen: Sebagai 
contoh, jika kita ingin menandai nilai eigen yang sama 
dengan 0.25 di |reg1 ) dengan 3 qubit, kita

Gambar 2: Algoritma kuantum umum untuk menemukan 
komponen utama W. Kotak putus-putus menunjukkan iterasi 
penguatan amplitudo.

berada dalam keadaan |0) = (1, 0, 0 . . . , 0, 0)T . Oleh 
karena itu, kita perlu membuat sebuah U f yang 
menandai nilai eigen yang tidak nol dan tidak 
melakukan apa pun terhadap 0 . Hal ini dapat dilakukan 
dengan menggunakan sebuah vektor f dalam basis 
standar yang memiliki koefisien tak nol yang sama 
untuk semua keadaan basis kecuali yang pertama

0
gunakan U f = I - 2 |010) (010| karena bentuk biner 0,25  
adalah (010) (bit paling kiri mewakili bit yang paling 
signifikan). Amplitudo dari nilai eigen yang ditandai 
kemudian diperkuat dengan aplikasi Uψ dengan ψ 
mewakili output dari estimasi fase

U f = I - 2 |f) (f| , dengan |f) =1  1 . (14)

1
 

|ψ) = UPEA |reg1 ) |reg2 ) = UPEA |0) |0) . (11) Di sini, µ adalah konstanta normalisasi yang 
sama dengan tidak melakukan apa pun 
ketika register pertama di |0)

 1 . UM-1

Dengan menggunakan persamaan di atas, Uψ dapat 
diimplementasikan sebagai

Uψ = I - 2 |ψ) (ψ| = U U U ,PEA0P
† 

EA (12)

di mana U0 = I 2 0 0 . Amplitudo dari nilai eigen di 
wilayah yang diinginkan selanjutnya diperkuat dengan 
aplikasi berulang dari operator G = U Uψf . Pada akhir 
proses ini, kombinasi linier dari vektor eigen dengan 
koefisien yang ditentukan oleh jumlah ternormalisasi 
dari elemen-elemen vektor dari vektor eigen yang 
dihasilkan. Pada bagian berikut, kami akan 
menunjukkan bagaimana menerapkan proses ini untuk 
memodelkan implementasi jaringan syaraf tiruan 
berdasarkan aturan pembelajaran Widrow-Hoff.

3 Aplikasi pada Jaringan 
Saraf Tiruan

Karena matriks bobot dalam aturan pembelajaran 
Widrow-Hoff konvergen ke komponen utama di tak 
terhingga [6]: yaitu, W[∞] = QQT , perilaku jaringan yang 
dilatih pada beberapa input |x) dapat disimpulkan 
sebagai

W[∞] |x) = QQT |x) . (13)

Tujuan utama kami adalah menemukan cara yang efisien 
untuk mengimplementasikan

negara; namun,
tidak hanya membalik tanda tetapi juga mengubah am- 
plitudo dari keadaan lainnya. Kemudian, Uψ diterapkan 
untuk penguatan amplitudo yang ditandai. Aplikasi 
berulang dari U Uψf menghasilkan keadaan kuantum di 
mana amplitudo 0 menjadi hampir nol dan amplitudo 
dari keadaan lain menjadi hampir sama. Pada titik ini, 
register kedua menyimpan QQT x yang merupakan 
output yang diharapkan dari jaringan saraf. Hal ini 
dijelaskan dalam istilah yang lebih matematis di bawah 
ini.

3.1 Rincian Algoritma
Di sini, kita asumsikan bahwa U = eıWt diberikan: 
Kemudian, pada Bagian 3.4, kita juga akan membahas 
bagaimana U dapat diperoleh sebagai sirkuit kuantum 
dari matriks W yang diberikan.

Gambar 2 menunjukkan algoritme sebagai rangkaian 
kuantum di mana garis putus-putus menunjukkan iterasi 
dalam amplifikasi amplitudo. Pada awalnya, UPEA 
diterapkan pada keadaan awal |0) |0). Perhatikan bahwa 
UPEA termasuk juga rangkaian persiapan input, Uinput , 
membawa register kedua dari keadaan 0 ke input x. 
UPEA menghasilkan superposisi dari nilai eigen dan 
vektor eigen yang terkait, masing-masing, pada register 
pertama dan kedua dengan amplitudo yang ditentukan 
oleh tumpang tindih vektor eigen dan input |x)

perilaku ini pada komputer kuantum dengan menggunakan analisis k om pon en utama 

http://dx.doi.org/10.12743/quanta.v7i1.65


Quanta | DOI: 10.12743/quanta.v7i1.65 Februari 2018 | Volume 7 | Edisi 1 | Halaman 
13

X
kuantum. Untuk tujuan ini, kami membentuk U f dengan 
cara menandai hanya nilai eigen yang tidak nol dan 
vektor eigen yang sesuai: Untuk nilai eigen nol (dalam 
bentuk biner (0 . . . 0)), register pertama

|ψ) = UPEA |0) |0) 
=

di mana αj =
D

 ϕj |x).

N-1

j=0
αj λj

E E
 ϕj , (15)
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= - |ψ) - 2µ I - 2 |ψ) ϕ 
j

λ j    |f) | ϕ ¯)

j = 
k

j

Pada bagian kedua, operator G = U Uψf diterapkan 1 Probabilitas yang dinormalisasi dari (2µ|f ⟩|ϕ⟩)

ke |ψ) secara iteratif hingga QQT |x) dapat diperoleh 
pada register kedua. Aksi dari U f yang diterapkan pada 
ψ adalah sebagai berikut

0.8

0.6

|ψ1 ) = U f |ψ) = (I - 2 |f) 
(f|)

= |ψ) - 2µ |f) | ϕ ¯) .

N-1

j=0
αj λj

E E
 ϕj (16)

0.4

0.2

0
0 5 10 15

Iterasi

Di sini, dengan mengasumsikan k jumlah nilai eigen 
pertama adalah nol, keadaan tidak ternormalisasi | ϕ ¯ ) 
didefinisikan sebagai

Gambar 3: Probabilitas yang dinormalisasi dari (2µ f ϕ ) melalui 
iterasi untuk berbagai nilai c.

| ϕ ¯) =
N-1

j = 
k

αj ϕj

E
. (17) ke nol, probabilitas untuk negara bagian lainnya menjadi 

sama sehingga jumlah total probabilitas ini seperti yang 
ditunjukkan

Sangat mudah untuk melihat bahwa ϕ¯ = QQT x , yang 
merupakan target keluaran kita. Ketika Uψ diterapkan 
pada keluaran dalam Persamaan (16), kita cukup 
mengubah amplitudo |ψ)

Uψ |ψ1 ) = Uψ (|ψ) - 2µ |f) | ϕ ¯ ))
= (I - 2 |ψ) (ψ|) |ψ) - 2µ (I - 2 |ψ) (ψ|) |f) 
| ϕ ¯ )

pada gambar paling bawah dari setiap subgambar 
menjadi hampir satu. Pada titik tersebut, ketepatan yang 
ditemukan oleh reg2 QQT x juga mendekati satu.

3.2 Jumlah Iterasi




NX -1 D  D

  Melalui iterasi, sementara probabilitas untuk |0) menyatakan

= - |ψ) - 2µ |f) | ϕ ¯ ) + 4µ P2
f 

|ψ)

= (4µ P2
f - 1) |ψ) - 2µ |f) | ϕ ¯ ) 

.
(18)

keadaan setiap qubit berubah menjadi keadaan 
superposisi yang sama. Oleh karena itu, jika keadaan 
qubit pada register pertama berada dalam keadaan 
superposisi yang hampir sama, maka probabilitas 
keberhasilannya sangat mungkin berada pada tingkat 
maksimum. Dalam

Di sini, Pf adalah probabilitas keberhasilan awal dan 
sama dengan
.N–1  α2 . Aplikasi berulang dari G hanya mengubah

pada basis Hadamard, 0 dan 1 diwakili dalam keadaan 
superposisi yang sama sebagai berikut

amplitudo dari |ψ) dan |f) | ϕ ¯ ): mis, 0 1  0 1  
G2  (c2 3c 1) (c 2)2 f ¯ |0) = 

|
) + |

) 
dan |1) = 

| )
,
 - | ) 

. (20)

|ψ) = - + |ψ) - - µ | ) |ϕ) ,2 2
G3 |ψ) = (c3 - 5c2 + 6c - 1) |ψ) - (c2 - 4c + 3)2µ |f) 
| ϕ ¯)

(19)

di mana c = (4µ P2
f 1). Probabilitas yang dinormalisasi 

dari (2µ f ϕ ) disajikan pada Gambar 3 dengan 
menggunakan nilai yang berbeda untuk c (Amplitudo ψ 
dan (2µ f ) tidak dinormalisasi.) Amplitudo ψ melalui 
iterasi penguatan amplitudo berosilasi dengan frekuensi 
yang bergantung pada tumpang tindih input dengan 
eigenvektor. Ketika amplitudo ψ mendekati nol, 
register kedua pada bagian yang tersisa f ϕ¯ adalah 
tepat QQT x dan register pertama sama dengan f .

Gambar 4 merepresentasikan iterasi algoritma untuk 
sebuah matriks acak 27 27 dengan 27 /2 jumlah nilai 

eigen nol dan input acak x. Pada setiap sub-gambar, kami 
telah menggunakan jumlah qubit yang berbeda untuk register 
pertama untuk melihat efeknya pada hasil. Grafik batang 
pada sub-gambar menunjukkan perubahan probabilitas 
untuk setiap keadaan j, j = 0, . 1, dari qubit pertama (Nada 
warna yang berbeda menunjukkan keadaan yang berbeda.) 
Ketika probabilitas untuk |0) menjadi dekat

j=
0

αj

c = 0.1
c = 0.3
c = 0.5
c = 0.7

Pr
ob

ab
ilit

a
s

menjadi nol, probabilitas untuk negara bagian lainnya 
menjadi hampir sama. Hal ini menunjukkan bahwa 
individu
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Oleh karena itu, dengan menggunakan basis 
Hadamard, jika probabilitas pengukuran 0 
mendekati satu, dengan kata lain, jika 1 tidak 
terlihat dalam pengukuran, maka register kedua 
kemungkinan besar menyimpan QQT x dengan 
ketepatan maksimum. Gambar 5 menunjukkan 
perbandingan probabilitas qubit individu (yaitu, 
probabilitas untuk melihat qubit di register pertama 
dalam 0 dalam basis Hadamard) dengan 
probabilitas total yang diamati pada Gambar 4f 
untuk kasus acak: Seperti yang terlihat pada 
gambar, probabilitas individu menunjukkan 
perilaku yang sama dengan probabilitas total.

Secara umum, mendapatkan kerapatan 
probabilitas yang mungkin dari keadaan kuantum 
yang tidak diketahui adalah tugas yang sulit. 
Namun, karena kita hanya berurusan dengan satu 
qubit dan tidak memerlukan kerapatan yang tepat, 
hal ini dapat dilakukan secara efisien. Sebagai 
contoh, jika 0 terlihat sebanyak n kali dalam 
sepuluh kali pengukuran, maka probabilitas 
keberhasilannya diharapkan menjadi n/10. Di sini, 
jumlah pengukuran jelas menentukan ketepatan 
dalam probabilitas yang diperoleh yang juga dapat 
mempengaruhi ketepatan.
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Gambar 4: Perubahan probabilitas dalam iterasi penguatan amplitudo untuk matriks acak 27 27 dengan 27 /2 jumlah nilai 
eigen nol dan input acak x (kode MATLAB untuk pembangkitan acak diberikan dalam Lampiran). Pada setiap sub-gambar, 
kami telah menggunakan jumlah qubit yang berbeda, m, untuk register pertama untuk melihat pengaruhnya terhadap hasil. 
Grafik batang pada sub-gambar menunjukkan perubahan probabilitas untuk setiap keadaan |j), j = 0, . 1, dari qubit pertama. 
Untuk setiap keadaan, nada warna yang berbeda digunakan.
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.

| )

2 j

1

0.9

0.8

Probabilitas Setiap Qubit Setelah Gerbang Hadamard jenis matriks identitas dengan elemen pertama diatur ke 
eı2πt , dan Uxj  adalah matriks kesatuan dengan baris dan 
kolom pertama sama dengan xj . Sebagai contoh, jika 
dekomposisi Trotter-Suzuki orde dua diterapkan pada 
Persamaan (21) (perhatikan bahwa orde dekomposisi 
berdampak pada keakuratan aproksimasi), maka akan 
diperoleh

0.7 eı2πt 

.κ
x xjj

T 
≈ 

U

 
eı2π t

.κ xjxj
T
 

U . (22)

0.6 Kemudian, dekomposisi yang sama diterapkan pada istilah

eı2πt/2 
.κ xjxj

T 
dalam persamaan di atas. Penguraian rekursif 

ini
0.5

0.4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Iterasi

Komposisi ini menghasilkan sebuah aproksimasi yang 
terdiri dari (4κ) jumlah matriks Uxj  . Setiap Uxj  dapat 
diimplementasikan sebagai matriks Householder dengan 
menggunakan operasi kuantum O(2n ) yang linear dalam 
ukuran x j[43-46].

Gambar 5: Probabilitas untuk melihat qubit pada register 
pertama di
0 setelah menerapkan gerbang Hadamard pada qubit dan 

perbandingannya dengan probabilitas total dan ketepatan 
yang diberikan pada Gambar 4f. Perhatikan bahwa kurva 
terpisah di atas adalah ketepatan. Karena hanya ada 
perbedaan kecil antara probabilitas pada qubit individu dan 
probabilitas total, kurva untuk probabilitas sebagian besar 
tumpang tindih.

3.3 Ketepatan-Kesalahan (Jumlah Qubit 
dalam
|reg1 ))

Jumlah qubit, m, pada register pertama harus cukup 
untuk membedakan nilai eigen bukan nol yang sangat 
kecil dengan nilai eigen nol. Dalam percobaan acak 
numerik kami, kami telah mengamati bahwa memilih 
hanya enam atau lima qubit saja sudah cukup untuk 
mendapatkan ketepatan yang sangat tinggi tanpa 
memerlukan jumlah iterasi yang tinggi. Dampak dari 
jumlah qubit pada ketepatan dan probabilitas 
ditunjukkan pada Gambar 4 di mana setiap sub-gambar 
digambar dengan menggunakan ukuran register yang 
berbeda untuk kasus acak yang sama. Seperti yang 
terlihat pada gambar, jumlah qubit juga mempengaruhi 
jumlah iterasi yang dibutuhkan: misalnya, untuk m = 3, 
ketepatan dan probabilitas tertinggi terlihat pada iterasi 
keempat; untuk m = 6, hal ini terjadi pada iterasi 
kesembilan.

3.4 Implementasi Sirkuit dari W
Implementasi rangkaian dari W membutuhkan 
pembentukan rangkaian kuantisasi yang 
merepresentasikan evolusi waktu dari W: yaitu, U = 
eı2πWt . Ketika W adalah matriks jarang, rangkaian dapat 
dibentuk dengan mengikuti metode dalam [38]. Namun, 

ketika W tidak berbentuk sparse tetapi dalam bentuk berikut 
W = x xj jj

T  , maka eksponensial menjadi sama dengan

U = eı2πWt= e ı2πt x x
. 

j jj
T 
. (21)

Untuk mendekati eksponensial di atas, kami menerapkan 
rumus Trotter-Suzuki [39-42] untuk menguraikan 
Persamaan (21) ke dalam suku-suku U j = e j jı2πtxxT  = Ux 
I¯Ux

† , di mana I¯ adalah

Probabilitas 
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qubit-2 
qubit-3 
qubit-4 
qubit-5 
qubit-6 
Kesetia
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3.5 Memperoleh solusi dari output

Secara umum, amplitudo vektor keluaran (keadaan 
fisis dari register kedua) mengkodekan informasi 
yang diperlukan untuk solusi masalah yang 
dipertimbangkan. Karena mendapatkan kepadatan 
penuh dari keadaan kuantum diketahui sangat tidak 
efisien untuk sistem yang lebih besar, kita perlu 
mendorong skema pengukuran yang efisien yang 
spesifik untuk masalah tersebut. Misalnya, untuk 
beberapa masalah, perbandingan nilai puncak dan 
bukan seluruh vektor mungkin cukup untuk 
mengukur kesimpulan: Dalam hal ini, karena hasil 
yang mungkin dalam pengukuran adalah hasil 
dengan amplitudo yang cenderung lebih besar 
daripada sebagian besar status dalam besaran, nilai 
puncak dapat diperoleh secara efisien. Namun, ini 
saja mungkin tidak cukup untuk beberapa aplikasi.

Selain itu, dalam beberapa aplikasi seperti 
masalah pengelompokan spektral, superposisi 

vektor yang membentuk ruang solusi untuk masalah 
tersebut dapat digunakan sebagai keadaan input. Dalam 
hal ini, pengukuran output dalam ruang solusi 
menghasilkan solusi untuk masalah tersebut. Metode ini 
dapat digunakan secara efisien (kompleksitas waktu 
polinomial dalam jumlah qubit) ketika vektor-vektor 
yang menggambarkan ruang solusi adalah produk 
tensor dari matriks Pauli.

4 Analisis Kompleksitas
Kompleksitas komputasi algoritma kuantum dinilai dari 
jumlah total gerbang tunggal dan dua gerbang terkontrol 
qubit NOT (CNOT) dalam sirkuit kuantum yang 
menerapkan algoritma tersebut. Kami mendapatkan 
kompleksitas komputasi dari keseluruhan metode 
dengan menemukan kompleksitas U f pada register 
pertama dengan m jumlah qubit dan Uψ pada register 
kedua dengan n jumlah qubit. Kita akan menggunakan 
M = 2m dan N = 2n untuk mendeskripsikan ukuran 
operator pada register.

j j
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 - 



.

- 

  

j

dapat diimplementasikan sebagai program 
transfor- Rumah Tangga.

0 1 0 0

2 1 2

= × ,  

4.1 Kompleksitas Uf

Telah diketahui bahwa jumlah gerbang kuantum untuk 
mengimplementasikan matriks Householder dibatasi 
oleh ukuran matriks [43-46]. Oleh karena itu, rangkaian 
untuk U f membutuhkan O(M) gerbang CNOT karena 
merupakan transformasi Householder yang dibentuk 
oleh vektor |f) dengan ukuran M.

4.2 Kompleksitas Uψ

Operator Uψ sama dengan U U UPEA0P
† 

EA  di mana 
kompleksitas total biasanya akan diatur oleh operator.
UPEA . UPEA melibatkan transformasi Fourier, rangkaian 
persiapan input, dan U = eıtW yang dikontrol dengan 
nilai t yang berbeda:

Rangkaian untuk transformasi Fourier kuantum 
dan inversnya sudah dikenal luas [36] dan dapat 
diimplementasikan pada register pertama di O(m 
).2

• Rangkaian persiapan input pada register kedua,

Jika matriks bobotnya jarang atau data diberikan 
sebagai keadaan quan- tum, maka dapat 
diimplementasikan dalam O(poli(n)). Di sini, seluruh 
kompleksitas menjadi linier dalam jumlah qubit, yang 
dapat memberikan percepatan eksponensial dibandingkan 
algoritma klasik. Namun, ketika bobot ma- trix tidak 
jarang, kompleksitasnya menjadi eksponensial dalam 
jumlah qubit. Penelitian eksperimental saat ini oleh 
perusahaan-perusahaan besar seperti Google dan IBM 
bertujuan untuk membangun komputer kuantum 
operasional 50 qubit [50]. Karena keterbatasan 
teknologi komputer kuantum saat ini, ketika jumlah 
qubit yang dibutuhkan melampaui 50, aplikasi 
algoritma menjadi tidak mungkin dilakukan.

5 Contoh Ilustrasi

Di sini, kami memberikan sebuah contoh sederhana 
untuk menunjukkan bagaimana cara kerja al-goritma: 
Mari kita asumsikan, kita telah memberikan bobot yang 
diwakili oleh kolom-kolom dari matriks berikut ini [51]

-1 +1
Uinput , dapat diimplementasikan lagi sebagai 
transformasi Householder dengan menggunakan 
O(N) jumlah gerbang kuantum. Hal ini juga dapat 
dirancang dengan mengikuti Bagian III.B. dari 
[47]: Dalam hal ini, untuk setiap dua elemen 
vektor, gerbang rotasi terkendali digunakan untuk 
menyusun struktur Uinput dengan baris awal sama 
dengan x; dengan demikian, Uinput |0) = |x).

Kompleksitas sirkuit U = eıtW sangat terkait dengan 
struktur W. Ketika W dengan orde N cukup jarang: 
yaitu, jumlah en- yang tidak nol.

X
1 -1 -1 (24)

10 +1 1
-1 

+1

di mana kami menskalakan vektor-vektor tersebut 
dengan 1 untuk memastikan bahwa nilai eigen dari W 
kurang dari satu. Untuk memvalidasi hasil simulasi, 
pertama-tama, W[∞] dihitung secara klasik dengan 
mengikuti dekomposisi nilai tunggal dari X

+.5774 
0 ! !

mencoba dibatasi oleh beberapa polinomial dari 
bilangan

QΦPT = 0 1 .2495 0 -.7071 + .7 0 7 1  .

ber qubit, poli(n); maka W dapat disimulasikan 
dengan hanya menggunakan O(poli(n)) jumlah 
gerbang kuantum [38, 48, 49]. Akan tetapi, ketika 
W tidak jarang tetapi sama dengan x xii

T  , maka 
seperti yang ditunjukkan pada Bagian 3.4, kita 
menggunakan rumus Trotter-Suzuki yang 
menghasilkan produk

.5774 0
+.5774 0

Oleh karena itu,

0 .14142 -.7071 - .7071

(25)

dari (4κ) jumlah matriks Ux dengan 1 ≤ j ≤ κ. 
Karena


+.333 0 -.333 +.333

xj

masi dengan menggunakan gerbang kuantum 
O(N), U membutuhkan
Gerbang kuantum O(κN).

[∞] -.333 0 + .333 - .333
+.333 0 - .333 + .333

Jika kita menggabungkan semua istilah di atas, 
kompleksitas total dapat disimpulkan sebagai

Kami menggunakan rumus Trotter-Suzuki berikut ini 
[39-42] untuk menghitung eksponensial dari W = XXJ

O(κN + M). (23) U = eı2πW≈ e ıπx x2
T e ı2πx x1

T e ıπx 

x2
T

(27)

Ini linier dalam ukuran sistem, namun eksponensial dalam jumlah qubit yang terlibat dalam salah satu register. 

-

-

U

W

= QQT =   (26)

http://dx.doi.org/10.12743/quanta.v7i1.65


Quanta | DOI: 10.12743/quanta.v7i1.65 Februari 2018 | Volume 7 | Edisi 1 | Halaman 
20

| )| )

Sebagai perbandingan, setiap metode klasik yang 
diterapkan untuk mendapatkan QQT x setidaknya 
membutuhkan kompleksitas waktu O(N2 ) karena 
adanya perkalian vektor matriks. Oleh karena itu, 
model kuantum yang disajikan di sini dapat 
memberikan percepatan kuadratik dibandingkan 
metode klasik untuk beberapa aplikasi. Ketika

Dalam simulasi untuk input acak |x), perbandingan 
W[∞] x = QQT x dengan output dari register kedua dalam 
model kuantum menghasilkan fisibilitas. Untuk dua 
masukan acak yang berbeda, hasil simulasi pada setiap 
iterasi ditunjukkan pada Gambar 6a dan Gambar 6b 
untuk |x) = (.3517 .3058 .6136 .6374)T dan
|x) = (.7730 .1919 .1404 .5881)T , masing-masing.

http://dx.doi.org/10.12743/quanta.v7i1.65


Quanta | DOI: 10.12743/quanta.v7i1.65 Februari 2018 | Volume 7 | Edisi 1 | Halaman 
21

111011

100111

010011

111011

100111

010011

Kesetiaan 
Probabilitas

P
ro

ba
bi

lit
a

s
P

ro
ba

bi
lit

a
s

Probabilitas Negara Bagian dalam Daftar Pertama
1 0.5

Probabilitas Negara Bagian dalam Daftar Pertama

0.8 0.4

0.6 0.3

0.4 0.2

0.2 0.1

0
0 5 10 15 20 25

Iterasi

Total Probabilitas dan Kesesuaian
1

0.8

0
0 5 10 15 20 25

Iterasi

Total Probabilitas dan Kesesuaian
1

0.9

0.6 0.8

0.4 0.7

0.2 0.6

0
0 5 10 15 20 25

Iterasi

0.5
0 5 10 15 20 25

Iterasi

(a) Untuk input acak yang dibangkitkan |x) = (.3517 .3058 .6136 .6374)T . (b) Untuk input acak yang dibangkitkan |x) = (.7730 .1919 .1404 
.5881)T .

Gambar 6: Hasil simulasi model kuantum untuk contoh pada Bagian 5 dengan dua vektor input yang berbeda.

6 Kesimpulan

Matriks bobot jaringan berdasarkan aturan pembelajaran 
Widrow-Hoff konvergen ke QQT , di mana Q 
merepresentasikan vektor eigen dari matriks yang 
berhubungan dengan nilai eigen yang tidak nol. Di sini, 
kami menerapkan metode analisis komponen kuantum 
prin- cipal yang dijelaskan dalam [35] ke jaringan saraf 
tiruan menggunakan aturan pembelajaran Widrow-Hoff 
dan menunjukkan bahwa seseorang dapat 
mengimplementasikan sirkuit kuantum ekuivalen yang 
menghasilkan output QQT x untuk input x yang 
diberikan dalam waktu linier. Kami juga mendiskusikan 
detail implementasi dengan menggunakan kasus acak, 
menganalisis kompleksitas komputasi berdasarkan 
jumlah gerbang kuantum dan menyajikan contoh 
numerik sederhana. Model ini bersifat umum dan hanya 
membutuhkan kompleksitas komputasi waktu linier 
dalam ukuran matriks bobot.

Lampiran: Kode MATLAB untuk 
Matriks Acak

Matriks acak yang digunakan dalam contoh numerik 
dihasilkan oleh cuplikan kode MATLAB berikut:

%jumlah nilai eigen tak nol npc = 
ceil(N/2);
d = rand(N,1); %nilai eigen acak 
d(npc+1:end) = 0;
Vektor eigen acak 
[Qfull,˜] = 
qr(randn(N));
% matriks kesatuan dalam PEA
U = Qfull*diag(exp(1i*2*pi*d))*Qfull';

vektor input yang dinormalisasi% vektor input 
yang dinormalisasi
x = rand(N,1); x = x/norm(x);
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